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1 Introducere

Mecanica cereasca este un capitol din studiul astrofizicii. Aceasta are rolul de
a transpune legile mecanicii clasice la scala universala, tratand analitic prob-
leme precum orbitele si traiectoriile corpurilor in spatiu, analiza campurilor
gravitationale pentru corpuri cu diferite distributii de masa si structuri.

2 Legea atractiei universale

Legea atractiei universale a fost prima oara formulata concret de Isaac Newton.
Ea exprima forta de atractie gravitationala dintre doua mase, m si M, aflate
in imponderabilitate, la o distanta r reciproca. Aceasta relatie aduce o noua
insemnatate a masei, pe langa cea oferitd de Principiul I al Mecanicii New-
toniene, ea fiind initial formulata ca marimea caracteristica inertiei corpurilor.
Astfel, Newton i-a atribuit si semnificatia de masa gravifica, caracteristica a
atractiei gravitationale dintre cele doua corpuri. Conform masuratorilor ac-
tuale, cele doua mase nu pot fi distinse, asadar masa in sine este atat inertiala,
cat si gravifica.
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Forta de atractie gravitationala este proportionala cu produsul maselor celor
doua corpuri, dar invers proportionala cu patratul distantei dintre cele doua.
Termenul G din relatia de mai sus indica Constanta Atractiei Universale, aceasta
fiind prima oara masurata de catre Henry Cavendish cu ajutorul unui pendul
de torsiune. Acesta a observat cum atractia dintre doua bile masive afecteza,
unghiul de torsiune al pendulului, obtinand o valoare apropiata de cea acceptata
in ziua de azi.
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3 Legile lui Kepler

Sa consideram cele douda mase m si M la o distanta arbitrara initiala rg,
avand viteza relativa initialda vy. O problema ce poate fi imediat formulata
este cum arata traiectoria relativa dintre cele doua corpuri in functie de valorile
parametrilor initiali. Aflarea raspunsului implica rezolvarea ecuatiei diferentiale
a Principiului 2 al Mecanicii Newtoniene:
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Variabila t este schimbata cu unghiul de pozitie 0 ales fata de o directie etalon.
Rezolvarea implica identificarea anumitor marimi constante pe parcursul miscarii,
precum energia E si momentul cinetic L. Este in afara scopului lectiei aceasta
demonstratie.

Concluziile acestei rezolvari sunt Legile lui Kepler in formularea lor matem-
atica. Initial, Kepler le-a descoperit inaintea lui Newton pe cale pur empirica,
insa nu avea aparatul matematic necesar pentru a le exprima analitic. Acestea
sunt:

3.1 Prima lege a lui Kepler:

Corpurile ce alcatuiesc un sistem orbital influentat doar de atractia gravitationald
reciprocd vor descrie traiectorii din aceeasi familie de curbe, a sectiunilor conice.

Sa ne imaginam un con dublu, simetric. Sectionarea acestuia de catre un plan
la diferite orientari va duce la aparitia unor contururi pe zona exterioara a
conului ce poarta, in consecinta, numele de sectiuni conice. Acestea sunt, dupa
orientarea planului de sectionare:

1. Cerc - Planul de sectionare este orizontal. Cercul este sectiunea conica cu
excentricitatea e = 0.

2. Elipsa - Planul de sectionare cade in interiorul unui singur con. Elipsa
este sectiunea conicd cu 0 < e < 1.

3. Parabola - Planul de sectionare este paralel cu limita exterioara a conului.
Parabola este sectiunea conica cu e = 1.

4. Hiperbola - Planul de sectionare patrunde ambele conuri. Hiperbola este
sectiunea conica cu 1 < e.

3.2 Legea a doua a lui Kepler:

Rata de maturare a razei vectoare a corpulut de masa mica in timpul miscarii
este aceeasi in orice punct de pe elipsd.



Rata maturarii ariei elipsei de catre vectorul de pozitie al corpului mic este
constantd pe parcursul Intregii miscari pe traiectorie. Aceasta poarta numele
de viteza areolara si se noteaza cu 2. Conform defintiei:

q_d4 _

== ct. (3)

Sa exprimam elementul de arie maturata dA in functie de variatia elementara
a unghiului df, modulul vectorului de pozitie r si de variatia sa elementara dr.

dA = L1r(r+dr)sindd = 1r2d¢

Inlocuind in relatia (3) obtinem:
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Dupa cum am mentionat anterior, momentul cinetic L este o constanta a miscarii
pe elipsa. Acest fapt ofera o demonstratie simplificatd pentru Legea a doua a
lui Kepler.

3.3 Legea a treia a lui Kepler:

Legea a treia a lui Kepler coreleaza perioada orbitala P si masele celor doud
corpuri M si m cu semiaxa mare a orbitei, a, prin urmdtoarea relatie:
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Demonstratia acestei ecuatii poate fi obtinuta la nivel sumar in cazul unei or-
bite circulare ce respecta inegalitatea m < M prin egalarea fortei gravitationale
cu cea centrifugd pentru corpul de masa neglijabiléa:
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4 Sectiuni conice. Ecuatiile analitice.

Sa ne intoarcem la sectiunile conice. Pentru a le descrie mai bine din punct
de vedere matematic, este necesar sa mentionam ecuatiile lor parametrice si sa
discutam parametrii lor geometrici dupa caz.



4.1

Parametrii geometrici si proprietati

Principalii parametrii geometrici ai sectiunilor conice sunt:

1.

Focarele - Reprezinta doua puncte folosite in constructia sectiunilor conice.
Elipsa si Hiperbola au doua focare distincte, Cercul are focarul in centrul
sau, iar Parabola are unul singur. Vectorul de pozitie din ecuatia polara
a conicelor are originea in unul dintre focare.

Axa mare - Reprezinta diametrul lung al elipsei. Lungimea semiaxei mari
se noteaza cu a.

Axa mica - Reprezinta diametrul scurt al elipsei. Lungimea semiaxei mici
se noteaza cu b.

Excentricitatea liniara - Reprezinta distanta dintre focare si centrul coni-
cei.

Excentricitatea numerica - Indicator al naturii conicei si al alungirii sale.
Este definita ca:

eza (7)

Diferite tipuri de conice dispun de diferiti algoritmi pentru reprezentarea grafica
a acestor parametrii.

Toate sectiunile conice prezentate mai jos vor fi insotite de urmatoarele pro-

prietati:
1. Ecuatie parametrica in sistem cartezian
2. Ecuatie parametrica in sistem polar
3. Proprietate geometrica
4. Proprietate optica
4.2 Cercul -e=0
Ecuatia parametrica a unui cerc in reper cartezian este:
2 4+ 9% = R? (8)
Tar cea in coordonate polare:
r(0) =R =ct. (9)

R reprezinta raza cercului. Excentricitatea cercului este e = 0.



4.3 Elipsa-0<e<1

Ecuatia parametrica a unei elipse in reper cartezian este:

£C2 y2

Ecuatia de mai jos descrie toate sectiunile conice in coordonate polare. Modulul

a fost adaugat pentru a tine cont de schimbarea valorii excentricitatii in functie

de tipul sectiunii conice.
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r(0) = 1+ ecosf
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Proprietatea geometrica a elipsei:

Suma distantelor dintre un punct de pe conturul sdau si cele doud focare este
constanta st egala cu 2a.

Proprietatea optica a elipsei:

Pentru o elipsda cu suprafata interioara reflectatoare, imaginea reald a sursei
aflate in unul dintre focare se va situa in celdlalt focar.

4.4 Parabola -e¢=1
Ecuatia parametrica a unei parabole in reper cartezian este:
y=az>+br+c (12)

Ecuatia in coordonate polare a parabolei ia urmatoarea forma:

r(6) = 1 +]::os€ (13)

Proprietatea geometrica a parabolei:

Dreapta directoare si focarul sunt elementele de constructie ale fiecdrei parabole.
Orice punct de pe conturul parabolei va fi la distante egale de dreapta directoare
si de focar.

Proprietatea optica a parabolei:

Pentru o parabold cu suprafata interioard reflectitoare, imaginea sursei aflate
in focar se va forma la infinit.

4.5 Hiperbola-1<e

Ecuatia parametrica a unei hiperbole in reper cartezian este:



Proprietatea geometrica a hiperbolei:

Modulul diferentei distantelor dintre un punct de pe conturul sau si cele doud
focare este constantd si egald cu 2a.

Proprietatea optica a hiperbolei:

Pentru o hiperbold cu suprafata interioard reflectatoare, imaginea virtuald a
sursei aflate in unul dintre focare se va situa in celalalt focar.

5 Constantele miscarii orbitale

In rezolvarea ecuatiei (2) remarcdm anumite marimi constante in cazul miscarii
orbitale. Printre acestea, cele mai importante sunt momentul cinetic L si energia
orbitala E care poseda formule utile in cazul fiecarei sectiuni conice.

5.1 Momentul Cinetic

Momentul cinetic se defineste ca:
L=mrxv (15)

Derivand momentul cinetic in functie de timp ajungem la teorema de variatie a
momentului cinetic:

L
—=rxr+rxi¥r=0+rxa (16)
m
L=rxF =M, (17)
Cum r || F, ajungem la: .
L=0,L=ct (18)

Cum vectorul moment cinetic este perpendicular pe planul orbital, faptul ca
acesta este constant implica invarianta planului orbital al celor doud corpuri.

Momentul cinetic pe orbita poate fi scris ca:

L =m+\/GMp =m~+/GMal|l — €?| (19)

L= MTrminUmaz = MTmazVUmin (20)

In cazul orbitelor hiperbolice, unde viteza asimptotici (la infinit) a corpurilor
poarta numele de exces hiperbolic v, iar piciorul perpendicularei pe asimptote
relativ la focar este parametrul de impact b, momentul cinetic capata forma:

L = mugb (21)



5.2 Energia orbitala

Energia orbitala este o constanta intrucat nu avem forte exterioare care sa faca
lucru asupra sistemului nostru de corpuri ceresti.

Energia pe sectiunea conica poate fi exprimata util in functie de parametrii

orbitali astfel:
GmM

E=-"0" (22)
GmM 1 GmM 1
E=- o + imvgnax == r + imvvznin (23)

De unde se poate extrage relatia pentru v,,in Si Umaz-

Remarcam faptul ca:

1. E < 0 pentru orbite circulare si eliptice.

2. E = 0 pentru orbite parabolice.

3. E > 0 pentru orbite hiperbolice.
Ceea ce corespunde naturii de curbe inchise/deschise ale diferitelor sectiuni con-
ice.

Pentru traiectoriile hiperbolice mai putem scrie:

(24)

6 Viteze cosmice

Caracteristica generala a transferurilor orbitale este data de diferenta de viteza
pe care o nava trebuie sa o obtina pentru a indeplini sarcina transferului. An-
umite transferuri specifice implica folosirea anumitor viteze standardizate cu
denumirea de viteze cosmice.

6.1 Prima viteza cosmica

Prima vitezda cosmica reprezinta viteza necesard unei rachete ca dupa lansarea
de pe Pamant sa se inscrie pe o orbita circulard de raza minima in jurul acestuia.

Pentru a demonstra relatia acesteia exprimam energia totala de pe traiectoria
circulara cu raza Rp prin componenta ei cinetica si cea potentiala gravitationala,
iar dupa ne folosim de relatia (22):

GmMp 1

Ry TaI=

_GmMp

FE =
2Rp

(25)



Prin efectuarea calculelor ajungem la:

GMp
Rp

vy = (26)

6.2 A doua viteza cosmica

A doua vitezd cosmica reprezintd viteza necesara unei rachete ca dupd lansarea
de pe Pamant sa evadeze din campul gravitational al acestuia, adica sa se inscrie
pe o traiectorie parabolica.

Pentru a demonstra relatia acesteia exprimam energia totala de pe traiecto-
ria parabolica cu apropierea minima Rp prin componenta ei cinetica si cea
potentiala gravitationald, iar dupa ne folosim de faptul ca energia pe traiectoria
libera (parabolica) e nula:

GmMp 1 2

Prin efectuarea calculelor ajungem la:
2GMp
=/ 28
vr i (28)

6.3 A treia viteza cosmica

A treia vitezd cosmicd reprezinta viteza necesard unei rachete ca dupd lansarea
de pe Pamant sa evadeze din campul gravitational al Soarelui, adicd sa se inscrie
pe o traiectorie parabolica relativ la Soare, scapand din Sistemul Solar.

Pentru a demonstra relatia acesteia consideram raza Pamantului Rp, masa sa
Mp, viteza sa In jurul Soarelui vp, iar proprietatile Soarelui sunt Rg si Mg.
Consideram ca raza orbitei Paméantului in jurul soarelui este a.

Rezolvarea consta in scrierea energiei rachetei relativ la Pamant in timp ce se
afla in cAmpul gravitational al acestuia, care 1i da termenul potential fG%fP
fata de care are viteza initiala vy, si dupa iesirea din campul Pamantului, cand

2GMs
a

relativ la Pamant are viteza v/p = — vp necesara inscrierii pe o orbita

parabolica relativ la Soare. Astfel, aspectele importante sunt reprezentate de
scrierea termenilor corespunzatori in egalitatea energiilor din cele doua stari
tindnd cont ca sistemul de referinta ramane acelasi, cel al Pamantului, iar ca
energia potentiala gravitationala a Soarelui apare in ambele parti ale egalitatii.

1 1
E/p = §mv?n—|—Efg+Egg = §mv§P+E§g (29)

Prin inlocuirea termenilor ajungem la:

1, GmMp 1 2GMs 9
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(30)
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Prin simplificarea lui % si identificarea celei de-a doua viteze cosmice a Pamantului,
ajungem la rezultatul final:

vIH:\/v%I—i—Ul% (\/5—1)2 (31)

7 Transferuri orbitale

Transferurile orbitale reprezinta diferite manevre de modificare a orbitei unei
nave. Parametrul important al transferurilor orbitale este diferenta dintre viteza
initialad si cea finala.

Av = |vy — v (32)

Cel mai intalnit transfer este Transferul Hoffmann care reprezinta trecerea de
la o orbita circulara de raza a; la una superioara cu raza as printr-o orbita de
transfer cu periheliul in dreptul orbitei 1, iar cu afeliul in dreptul orbitei 2.

AV = Umas — Vs (33)

Unde putem identifica termenii v,,q4, v; considerand masa corpului masiv M,
semiaxa orbitei de transfer a = %:

M
ax

VUmaz = \/2GM (1 — 1 ) (35)
ai ay + as

Tar 1n cazul celei de-a doua manevre avem:

Avy = Vf — Umin (36)

Unde termenii vyq. Si vy se identifica astfel:

8 Legea lui Gauss

Legea lui Gauss este una din ecuatiile lui Maxwell, fiind o lege prezenta, de
obicei, In electromagnetism care afirma cd fluxul campului electric printr-o
suprafata inchisa este proportional cu sarcina electrica din interiorul acesteia,
coeficientul de proportionalitate fiind % Datorita similaritatii cAmpului elec-

tric cu cel gravitational prin natura conservativa si de proportionalitate cu r =2



a fortelor, aceasta poate fi utilizata pentru ambele campuri, avand ca diferenta
doar coeficientul de proportionalitate si schimbarea sarcinii in masa.

Enuntul complet al Teoremei Gauss este urmatorul:
P = #I‘ -dS = —47Gmint (39)

Marimea I' reprezinta intensitatea campului gravitational asupra corpului de
masa m, sub actiunea fortei Fg:

F
r= - (40)
Marimea d® = TI'-dS reprezinta fluxul elementar al cAimpului gravitational prin
unitatea de suprafata a Gaussienei. Gaussienele reprezinta familia de suprafete
inchise de potential egal pentru o distributie de masa m(r). Pentru distributii
de masa sferice p(r) masa m;,; interioara Gaussienei la nivelul céreia vrem sa
calculam campul este aflata astfel:

T
Mint = /4777“2;) (r)dr (41)
0
Tar rezultatul integralei de suprafata a fluxului se traduce ca:
® = 47T (r) r? (42)
Potentialul se defineste ca lucrul mecanic specific (Impartit la masa) nece-

sar aducerii corpului de la infinit pana la pozitia r. Intensitatea campului
gravitational reprezinta negativul gradientului potentialului:

r=-vv (43)
Iar in cazul unei distributii sferice de masa avem:

dV
r=—— 44
dr (44)

9 Aflarea de arii de sub diverse curbe

Integrala are ca semnificatie fizicd aria dintre graficul unei functii y(z) si axa
absciselor Oz. De multe ori, mai ales in scopul aplicarii Legii a doua a lui Ke-
pler, este nevoie sa aflam aria de sub diverse curbe, precum parabole.

Procedeul de determinare implica alegerea unui referential potrivit, de obicei
cu axa Oy coincidentd cu axa de simetrie a curbei. Dupa stabilirea ecuatiei
y(x), aplicarea urmatoarei integrale intre limitele indicate in desen, pentru o
curba simetrica, ne va duce la aria de sub graficul dependentei analizate:

a

Sz/ay(x)dx=2/y(x)dx (45)
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